Діофантові рівняння

 Діофантовими рівняннями називають алгебраїчні рівняння з раціональними коефіцієнтами з вимогою визначити розв’язки у цілих або раціональних числах. Як правило, діофантові рівняння містять більше однієї невідомої величини, у зв’язку з чим їх ще називають невизначеними рівняннями.

Важливим класом діофантових рівнянь є лінійні рівняння з двома змінними виду 
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 – цілі числа. Зрозуміло, що коли 
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не ділиться на спільний дільник чисел 
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 та 
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, то таке рівняння не має розв’язків у цілих числах. Якщо ж 
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 та 
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 взаємно прості, то існує нескінченна множина розв’язків : 
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, де 
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 –  який-небудь один (частковий) із розв’язків, 
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. Справді, якщо 
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 – розв’язок, то 
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. Віднімаючи цю рівність від заданого рівняння, дістанемо 
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, звідки 
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. Для того, щоб 
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 було цілим, необхідно, щоб другий з доданків в останній рівності був цілим числом. Оскільки 
[image: image16.wmf]a

 та 
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  –  взаємно прості, то 
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 має ділитись на 
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. Отже, 
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. Звідси і знаходимо всі цілочислові розв’язки 
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 за вказаними вище формулами.

  Іноді виникає потреба розв’язати рівняння з двома змінними в множині цілих чисел, тобто знайти тільки ті розв'язки, що є парами цілих чисел. Розділ  теорії чисел, де вивчаються питання існування знаходження розв’язків рівнянь у цілих числах, називається теорією діофантових рівнянь.

        Якщо а і b – взаємно прості натуральні числа, то існують такі  числа х і у, що

ах – bу = 1.

Приклад.  а = 5 ,  b = 3, тоді 5х – 3у = 1 має розв'язки 

у = 
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 Кожне просте число р виду р = 4n + 1 можна зобразити у вигляді суми квадратів двох цілих  чисел.

Приклад. р = 17, тоді 17 = 42 + 12.

р = 25, тоді р = 42+32. 
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 Кожне просте число р виду р = 4n + 1 можна зобразити у вигляді суми квадратів двох цілих чисел.

Приклад. р = 17, тоді 17 = 42 + 12.

р = 25, тоді р = 42+32. 

 Задача.


Учневі прислали завдання, яке складається із 20 задач. За кожну правильно розв’язану задачу йому ставлять 8 балів, за кожну не вірно розв’язану задачу – мінус 5 балів. За задачу, яку він не брався розв’язувати, - 0 балів. Учень в сумі отримав 13 балів. Скільки задач він брався розв’язувати? 

Розв’язання: Нехай х – кількість правильно розв’язаних задач, у – неправильно розв’язаних. Тоді 8х – 5у = 13.

Це рівняння можна переписати у вигляді 8 (х + у) = 13(1 + у) ,  

тоді видно, що х + у ділиться на 13. За умовою х + у не більше 20, тому х + у = 13 і х = 6, у = 

 Приклад 1. Розв’язати у цілих числах рівняння 
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Розв’язання. Виразимо 
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 через 
[image: image26.wmf]y

: 
[image: image27.wmf]19

97

1997

y

x

-

=

.
Надаватимемо змінній  
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 послідовних значень 
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, перебираючи всі можливі остачі від ділення 
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. Оскільки 
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 та 
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 –  взаємно прості, 
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 ділитиметься на 
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 лише для одного такого 
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. Легко пересвідчитись, що таким значенням є 
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. Отже, всі розв’язки даного рівняння у цілих числах задаються рівностями 
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Зауважимо, що, виражаючи 
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 через 
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 при розв’язуванні останнього рівняння, ми могли б записати його також, у вигляді 
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. Зрозуміло, що тоді перевіряти подільність чисельника одержаного дробу на 
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 було б значно простіше.

Приклад 2|зразок|.      Розв’язати в цілих числах рівняння   86x + 30y = 14.

Розв’язання
Дане рівняння  зводиться|приводить| до вигляду:|виду|   43x + 15y = 7.                                                                     Ланцюжок ділень:|поділок|
43/15 = 2 (ост. 13)

15/13 = 1 (ост. 2)

13/2 = 6 (ост. 1)

1 = 13 - 2·6= 13 - (15-13)·6 = 13·7 - 15·6 = (43-2·15)·7 - 15·6 = 43·7 - 20·15.

Домножаючи|множити| 7 і -20 на с|із| =7, отримуємо|одержуємо| корені    х0= 49  і  у0= -140.

Загальний|спільний| вигляд|вид| всіх коренів: 
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x = 49 + 15n
у =  - 140 - 43n, n-ціле число
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